Agrégation - Legons

Lemme de MORSE

[ROUVIERE, p 354]

ENONCE :

Lemme : Soit f : U — R une fonction de classe C? définie sur
un ouvert U de R" contenant Og». On suppose que df(0) = 0
et d*f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C!-difféomorphisme ¢ entre deux voisi-
nages de 'origine de R" tel que ¢(0) = 0 et f(x) — f(0) =
01(x)?+. ..+ pp(2)? — pi1(2)* — ... — pu(2)? au voisinage de
0.

DEVELOPPEMENT : f est C? donc la formule de TAYLOR
avec reste intégral donne pour x € U :

Fa) = f0) = [ (1 = )2 (1) (a, a)dt
= o7 [[(1— )i f(tx)dta
= 27 Q(2)x

ou @Q est C! (par dérivation sous le signe intégral) et Q(0) = L D*f(0)
est symétrique inversible de signature (p,n — p).

LEMME : Soit 4y € S,(R)NGL,(R). Alors il existe V' €
V(Ag) NS, (R) et g € CH(V,GL,(R)) telle que pour tout A € V,
A = g(A)" Ayg(A).

Démonstration. Soit ¢ : GL,(R) — S,(R), M — MTA)M. On a

que ¢ est différentiable et pour H € M, (R), on a :
dp(M)(H) = HT AgM + MT Ay H

En particulier, dp(I,)(H) = HT Ay + AgH = (AgH)T + AgH. On a
donc ker(dp(I,)) = Ayt A,(R). De plus, dp(I,) est surjective dans
S,(R) puisque pour tout A € S,(R), do(I,) (345'A) = A.

Posons F' := AjlS,(R). Alors on a F & ker(dp(I,)) = M,(R) et
I, e F.

En considérant ¢ = ¢|p, on a que dip([,,) est bijective. Ainsi, par le
théoréeme d’inversion locale, 1 est un C'-difféomorphisme local d’un
voisinage W de I,, dans G L, (R) sur un voisinage V' de Ay = ¥ (1)
dans S, (R).

Pour A € V, il existe donc une unique matrice inversible M € W
telle que A = MTAgM. On a que M = ¢~1(A), et donc g = ¥~}
convient, d’ou le résultat. []

Démonstration. Comme Q(0) € S,(R), par le lemme, si M(z) =
g(Q(x)), on a Q(x) = (M(z))TQ(0)M(z) au voisinage de 0, et donc
f(@) = £(0) =y Q(0)y oty = M(w).

Comme Q(0) = $D?f(0) est de signature (p,n — p), par classifi-

cation des formes quadratiques, il existe une matrice A € GL,(R)
telle que ATQ(0)A = diag(1,...,1,—1,...,—1) et le changement
linéaire de coordonnées y = Au donne alors :
yTQ0)y = v ATQ(0)Au = v + ... + u = U —
Ainsi, en posant ¢ : x — A7LM(z)z, on a que @ est C! et de plus :
dp(0)(h) = A~ (dM(0)(R) x 0+ M(0) x h) = A"'M(0)(h)
Donc dp(0) = A"1M(0) est inversible.
En vertu du théoréme d’inversion locale, on a que ¢ est un C!-
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difféomorphisme local entre deux voisinages de 0 car ¢(0) = 0, ce
qui conclut car on a, dans ce voisinage de O :

F@) = F0) = @1(x) + ...+ 0p(x)* — ppa(@) — ... — n()?

Remarques :

o On utilise a deux reprises le théoreme d’inversion local : il faut
en connaitre précisément son énonceé.

e La formule de TAYLOR avec reste intégral généralisée doit étre
maitrisée.

« Si f n’est pas de classe C3, ¢ n’est plus nécessairement un C'-
difféomorphisme.

o Une application : le folium de DESCARTES défini par C =
F71({0}) ot F : R? — R (x,y) — 3xy — 2° — y> qui est
une submersion en chaque point de C hormis (0,0). Détaillons
cela. Le lemme de MORSE appliqué & F en 0 fournit un C!-
difftomorphisme ¢ : U — V', U,V deux vosinages de 0 tel que
©(0) =0et F(x) = G(p(x)) pour tout x € U, ou G(x,y) = 3xy.
Ainsi, on a [F = 0lUU = ¢ (|G = 0]U V), et on a donc lo-
calement une union de deux courbes qui se croisent, a savoir la
ligne de niveau [G = 0] qui est [x = 0] U [y = 0].

Demesmay Yoann 2 Université de Bourgogne Franche-Comté - 2022/2023



